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Abstract: We are interested in quantum Systems composed of a finite number of particles and described 
çSJ . by Hamiltonians which are random Schrôdinger operators H u := — A + V u on L 2 (X), wherc X is a 

,(_> ' finite dimensional Euclidean space and A is the Laplace-Beltrami operator on X. We consider X as the 

configuration space of the System and we assume that {^nji^n^JVo is a family of linear subspaces of X. 
' The orthogonal complément of X n in X is denoted X n and is considered as the configuration space of a 

, subsystem. We assume that V u is a sum of potentials v% : X — > M, 1 ^ n ^ No, which are ergodic 

with respect the translation group of X n and which are rapidly decaying in any direction of X n . The aim 
of this paper is to show the existence of a thermodynamical limit. This limit defines an object which is a 
T 7^ ' type of a the integrated density of states in the case of two body Systems. 
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1 Introduction 

On s'intéresse à un système quantique formé d'un nombre fini de particules dont l'hamil- 
tonien est défini par un opérateur de Schrôdinger aléatoire H w := —A + V w dans l'espace 
de Hilbert L 2 (X), où X est un espace euclidien de dimension finie et A est l'opérateur de 
Laplace-Beltrami. On considère X comme l'espace de configuration des particules et on 
fixe une famille {A n }o^ n ^Af de sous-espaces de X. Le supplémentaire orthogonale de X n 
dans X est noté X n , il est considéré comme l'espace de configuration d'un sous-système 
du système initial des particules, pour plus de détails sur le problème à N-corps voir £Q. 

On suppose que V" est une somme des potentiels v% : X — > R ergodiques par rapport 
au groupe des translations de X n et décroissantes rapidement en direction de X n . 

Le but de cet article est de montrer l'existence d'une limite thermodynamique. Cette 
limite définit un objet du type de la densité d'état qui correspond à la densité d'état 
surfacique dans le cas du système à 2 corps . 

Plus précisément on suppose X = {R d , < ., . >) muni du produit scalaire 

<x,y>:= ^2 9jkXjVk 

et 

d 2 
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dxjdxk 
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où (gjk) est une matrice symétrique strictement positive et [g 3 ) son inverse. Par con- 
séquent : 

N 

(1.1) 1/" = -A + 

n=0 

On suppose que (fi, P) est un espace de probabilité. Pour tout z G X on considère 
r z : fi — > fi mesurable, préservant la mesure tel que v%(x + z) = v^ l z(J (x) pour tout z G X n . 
On suppose que (T z ) ze x n est ergodique pour n = 1, 2, iVo- On suppose pour tout 7 > 
il existe une constante C 1 > telle que 

K(x) K c 7 (i+ 1 7T n x \y\ 

où 7r n : X — ► X désigne la projection sur X n le long de X n . 
Notations : On pose X = X, H = —A + v (x), 

et d n = dimX n avec d = do ^ d\ ^ d?,.... ^ djv,, ^ 0. 

On désigne par A L = B x (0, L) la boule dans X de centre et de rayon L et xa l désigne 
sa fonction caractéristique. 

Pour tout / G C£°(R) on définit : 

(1.2) v L s := ^{xaJ/W - /(#„))}• 
où \id k le volume de la boule unité habituelle dans R. dk . 

La justification du fait que la quantité uj 1 soit bien définie se trouve dans la section 0] (voir 
proposition (|4.1jl ). 

Le résultat principal de cette partie est le théorème suivant : 
Théorème 1.1. Existence de la densité d'état surfacique 

On suppose que f G C£°(R). Alors lim z/ s L (/) = u a (f) existe P -presque partout et elle 
est non aléatoire . 
Si / G C °°(E) vérifie / ^ et supp/ C R\o-(H ) alors, 

»s(f) = -^tr{ X Aj{H)} > 0. 

Ainsi la fonctionnelle v% est positive, et v s l'est aussi. D'après le théorème de représentation 
de Riesz on obtient, 

Corollaire 1.2. La restriction de v s à M\a(H ) est une mesure positive. 

Dans la théorie spectrale de l'opérateur de Schrodinger (continu ou discret) il y a deux 
classes d'opérateurs qui ont été très étudiées. La première classe est celle des opérateurs 
dont le potentiel est décroissant à l'infini, elle fait l'objet de la théorie de diffusion. L'une 
des notions importantes de cette théorie est la fonction de déplacement spectral, introduite 
par I. Lifshitz et M. Krein [14J. La seconde classe est formée par des opérateurs dont le 
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potentiel est par exemple périodique, presque périodique, quasi périodique ou aléatoire 
ergodique (voir par exemple [2], [H], 0, [101, [13 )• Dans ce cas il y a une caractéristique 
importante à savoir la densité d'état intégrée qui détecte le spectre de H. 
Il y a une autre classe d'opérateurs, qui est le cas intermédiaire, où le champ aléatoire 
ergodique est porté par une surface de l'espace tout entier, considéré par Chahrour (3j 
pour le cas discret, et par Schroder, Simon, Kirsch, English dans le cas continu et discret 
(0, H)- Ces travaux ont été consacrés à la construction de l'objet appelé la densité d'état 
surfacique qui détecte le spectre de H. 

C'est pourquoi nous nous concentrons ici sur le cas de Schrodinger continu défini ci dessus, 
nous prouvons (Théorème I1.1J) qu'une quantité analogue adoptée à notre situation et que 
nous appelons aussi " la densité d'état surfacique" existe en tant que distribution. 
Les démonstrations utilisent les commutateurs convenablement exploités, la propriété de 
la norme trace et des propriétés de l'opérateur e~ tH . 

Remarque : On note 

H n = H + v n , vl L = tr{ X A L (f(H n ) - /(#„))}. 

Alors v™{f) = lim v™i,{f) existe et le raisonnement présenté dans cet article permet de 

L^oo ' 

lier le suppiAj et suppz/™ : 

Ni 

supp(u s )\a(H ) = U supp(z/")\cx(#o), 

71=1 

avec Ni = #/C et K = {n G N, d n = d{\. (On peut dire que pour 1 ^ n ^ Ni le potentiel 
v n est une interaction à 2 corps). Or on a toujours 

supp(z/ s )\ ( T(F ) C a{H)\cr(H ), 

par conséquent on trouve 

U suppK)W#o) C a(H)\a(H ). 

Si on suppose de plus que pour tout n G {1, N }, la fonction v n est continue et presque 
périodique par rapport à 7r n x, on a alors un résultat analogue à celui de Chahrour jl] sur 
le spectre : 

supp^") V(#o) = a(H n )\a(H ) 
La preuve de ce résultat sera donnée dans un travail ultérieur. 

2 Preuve du Théorème 11.11 

La démonstration de ce théorème s'appuie sur les Propositions 12. J 2~6l et l2~7l Pour les 
énoncer nous avons besoin des notations suivantes : 

Posons 7T n : X — > X la projection sur X n avec Im7r n = X n , Kem n = X n et 7i n = I x — ^n- 
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Pour p ^ 1 on note 1 1 A \ \b p = {tr \ A \ p )p et on dit que A est un opérateur à trace si 

|| A \\b 1 < oo. 

Pour k G Z d , on note Xk la fonction caractéristique du cube = k + [— |, et 
I k \i— kx + + k d . 

Proposition 2.1. Soit a g]0, -4[, £>our tout n G {1, , N } on note : 

A L , n :={xeA L /\n n x\^L a }. 
Alors pour toute f G C^°(]R d ), on a : 

(2-1) lim -J—tr{ XAt (f(ir)-f(H n ))} = . 

Pour montrer cette proposition nous utilisons les lemmes suivants : 
Lemme 2.2. Pour tout N G N il existe une constante c' N > telle que : 

. . X J_T . . C AT 

Il Xme ta Xfc lk< 



t d (l+ \k — m\ 
si < t ^ 1. P/us généralement pour tout x G C^°(R d ), on 

on = #{j G Z rf : supp X H Cj ^ 0} et C, = j + |] d 
Lemme 2.3. Pour tout e>0 et < i ^ 1 on a 

1 



lim 



r ll(i-Xe)x^„( e ^- e_mn )ik=o, 



i-* 00 ndl.L d 
où Xe est la fonction caractéristique de 



{x G Ai n / min \v n x\^U} = A L . n \n N n i l {\<n n x\>U}. 

l<n<iVo 

Pour la preuve des deux lemmes voir paragraphe EJ 
Lemme 2.4. Pour tout n G {1, Nq}, on a : 

1 

£-00 fx dl L d 



2.2) lim ——-tr{xA I .Je- H "-e- H )} = 



Preuve : On va utiliser la commutation avec des fonctions-troncatures. Soient a g]0, 
on définit Wl» par : 



ou 



7 l(x) = L- d 7l (|) , 7l G C °°(X) et / -,,.(.>/./• = 1. 



Il est clair que 

\d p x w La (x) |< c^-lfl*, 
pour tout P G N d et choisissant 71 convenablement on peut assurer 

w La (x) =0 si | n n x |> 4L a et w L «(x) = 1 si | n n x |< 2L a . 

De la même façon on définit % qui vérifie 

\d£w L (x) \^c p L-\P\ 

pour tout (3 G N d et 

tWi(ï) = si | n n x |^ 4L et = 1 si | 7r n a; |^ 2L. 

Dans la suite on pose xv i^iyX^j — xv j^i^c^vo IjOl (x). En vertu du Lemme 12 .3[ montrer (J2.2 
équivaut à montrer : 

r lim —Ti; H XeXA L , n (e- H » - e- H ) || Bl = 0, 
et compte tenu de XA L , n w L {x) = XA L:n (x), on a 



e Ik^ll Xe(^Le -e H w L ) || Bl + || XA in e H {1 - w L ) || Bl . 



En vertue du Lemme IQl et vue que dist(suppxA L n ,supp(l — wl)) ^ cL a , pour tout 
N > il existe une constante Cn > telle que 



Il XA L , n e H (l - w L ) || Bl < c^L a 
Ainsi pour montrer (|2.2jl il suffit de montrer que : 

(2.3) lim — !-— H XeKe" H " - e~ H w L ) || Bl = 0. 

Pour simplifier la notation on prend n = 1. On a alors 

Jo dr 



voie Hl — e h wl 



/ e~^ H [H, w L }e- rHl + e~^ H w L V î; fc e- rHl rfr. 



Pour montrer 



iV 

lim 



-TTÏÏ / Xee- ( *- r) ^L V^e- rHl dr || Bl =0 



on pose 



t No 



h = [~ 2 Xee~^ H w L f]v k e-^dr. 



et 



i r - . 



k=2 

Le Corollaire 14.71 (voir Appendice) assure l'existence d' une constante c > telle que l'on 
ait : 

^0 j dl -l+ad 

(2-4) IlE^^H^^^- 

k=2 



Ct 

^0 r Td 1 -l+ad 

(2.5) He-^^g^lk^^ 

fc=2 



(t-r) d 



On obtient 



1 H ^ 



Ji\\ Bl < yt ||x e e- (t - r) ^y;^|k||e-^|l^ 



k=2 



.1 

2 Q 

/o L x ~ ad {t - r) d 



Il en est de même pour J 2 , d'où 



i r* c 

J ^\bi<JTZ^ l^dr^O si L ^oo. 



Il reste à montrer 

lim 1 1 — i-— - f t Xee-W[H,w L ]e- rHl dr\\ Bl =0. 



Soit 



h= I 2 Xe e-^ H [H,w L }e- rH ' dr. 



Pour calculer [H,wl], on introduit 



7V 

p(*,o= E rte* +£<(*). 

1<(j,&)<</ »»=o 



on remarque que la composition D) := D)wl(x), (voir [12]), possède le symbole 



zl"ia! 

On obtient : 
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ou 



W LJ (x) = L a d jWL (x), W Lj (x) = L iQ <9W 



x 



sont uniformément bornées par rapport à L. Par conséquent, 
d 



d 

C 



Comme pour tout e > il existe c > telle que 

on peut conclure par le Lemme 12.21 que 

|| Xee~ [t ~ r)H W Ltj || Sl < cL e{d - dl)+dl {t - r)- d 

et 

|| Xee- {t - r)H W LJ \ \ Bl ^ cL e(d - dl)+dl (t - r)- d . 
Ainsi l'expresion ()2.6j) est majorée par 

5 C 1 

dr, 



y/rL a -< d - d ^ 
et en choisissant e > suffisament petit on obtient : 

lim || Ji || Bl = 0. 

L— >oo 

De même, soit 



h = —^r ! Xee- {t - r)H [H,w L ]e- rH ^dr, 
Jt 



et pareillement 

d 

'2 ||Bi 



^-^rS H X^e^ IkH D^H + c)- 1 '* || || (F + c) 1 ^"^ || dr 

Y ' f H X^L,e- rHl |k II e~^ H || dr 
^ u d ,L d ^ +a Jt 11 Ae ^ J 11111 11 

1 = 1 "2 



* C 1 
< / r; — rrdr — > si L — » oo. 



't Jt — r L a -< d - dl ) 

2 V 

Ainsi pour L — >• oo on a : 

.m r 



Bl = Il ^ x e e- ( *- r)J [ff,WL]e- rHl dr || Bl < Il A |k + Il h lk-0.<> 
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Preuve de la Proposition 12.11 : On suppose a < -4 alors on peut trouver a' vérifiant 
ad < a' < ~. Pour simplifier la démonstration on prend n = 1. Alors pour toute / G 
Cq°(R) on peut écrire : 

f(x) = e- x g{x), 

où g G C °°(M). Alors : 

' tr{xA L Af(H)-fm)} = -^-Hx^Ae^gW-e-^gm)} 



= h + h 



ou 



et 



j trixA^e-^igm-g^))}. 



En vertu du Lemme T2.3I si on prend n = 1, pour montrer lim I\ = il suffit de prouver 
lim Ii = où 

L^oo 

h = — W H XeXA L!l (e- H -e-^)g(H) \\ Bl . 

De la même façon que dans la preuve du Lemme l2~4l en utilisant le fait que dist(suppxA L i; 
supp(l — w L )) ^ cL a pour tout N > il existe une constant Cn > telle que : 

(2-7) | h |< -i-(|| XeKe- H - e"" 1 ^) || Bl +c N L~ N ) \\ g(H) \\, 

Or d'après l'expression (|2.3jl le premier terme de f)2.7j) tend vers zéro et vue que g (H) est 
borné on a donc _ 

lim | h |= 0. 

L— >oo 

Montrons maintenant que 

lim | J 2 |= 0. 

L— >oo 

Soit 

A' L>1 = {iG A L / I 7r x x |< L a '}. 

En utilisant la convolution avec 71 de manière semblable à celle considérée au début de 
la preuve du Lemme 12.41 on peut définir w' L 1 vérifiant : 



d x{ w L,i){ x ) l< Cp L ~ a ' 



-a'\l3\ 



pour tout (3 G N d et 

dist(At,i, supp(l — w' L x )) ^ cL a . 
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Ainsi pour montrer que lim I 2 = il suffit de montrer que lim J 2 = où 

L— >oo L— >oo 

h = — ^ Il XA Lil e- Hl (w' Ltl g(H) - g&Jw'^) \\ Bl . 

En effet, en suivant le même procédure que Ji, pour tout N > il existe une constante 
Cn > telle que 

' ' tr{ X A LA w'e- H ^g{H)-g{H l ))}\ 



1 

'2 "1- OjV 



^ — W/ 2 + C N L~ N . 



En utilisant la formule de Helffer-Sjostrand : 
si / G C °°(M), il existe h E C§°(C) telle que 

I <M/i) |^ Cat | /mz 1^, 

pour tout A^GNet 

f(H) = c I d M fi{a + ïb){H - {a + ib))~ l dadb, 

où supp(/i) C K 2 . Si on pose R Z (H) = (H — z)~ x , on obtient 

I h | < — ^U- || / <9 2 /i(a + - Rz{Hi)w' L x )dadb \\ Bl 

Hd^ 1 Jk'2 

Ç-r [ sup {|| X A L1 e- Hl (w' Ltl R z (H) - RziHjwU \\ Bl \ d z f x \})dadb. 



fj>d 



Or 



J (2 , z) = w' Ltl R z {H) - RziHjw'^ = R z {Hx){{Hi - z)w' LA - w' L>1 {H - z))R z {H) 

= j^oa^xj - 5>l,i^r(#)- 

fc=2 

Ainsi 

Ik^HxA^e-^lkll R z {H x )[H u w' L ^R z {H) \\ 

No 

(2-8) + || R Z (H X ) || || XA Ltl e- Hl ^ w 'L,i v k Ikll Il • 

fc=2 

Grâce à l'estimation du commutateur, en remplaçant L a ' au lieu L a dans la preuve du 
Lemme ¥TM et en vertu du Lemme IT^l et en utilisant /j,(Ali) ^ cL dl+ad , le premier terme 
de l'expression ()2.8|) est majoré par 

C j^d± +ad-a' 

| imz | 2 
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D'après l'expression (|2.5|) le deuxième terme est majoré par 

C Tdi-l+a'd 



Imz 



Ainsi en utilisant le fait que ad < a' < on conclue : 

| I 2 |< c CL ad ~ a ' + c CL dl - 1+a ' d ~ dl -> si L^oo, 
ce qui achève la démonstration. <0 

En reprenant encore une fois la même convolution de 71, on peut définir une fonction 
lisse WL )Ct à support compact telle que 

WL,aX{xeA L \\n n x\^CL a } = X{xeA L \\n™x\^CL a } et | d P W L)a |< C/3L~^ a 

pour tout f3 G N d . Alors le Lemme E~5l assure que pour tout iV G N il existe une constante 
Cn > telle que : 

1 1 \ — v —tfî 1 1 

Il > || Bl < 



n=l 

et 



51 " t d L 



A? 



AT 

1 1 -tH 11 ^ C N 

Il e ^2^" llfli^ ^ÂF> 

n=l 

pour tout < i ^ 1. Par conséquent suivant les mêmes étapes que la démonstration de 
la Proposition 12. 1| on obtient : 

Proposition 2.5. Pour toute f G C£°(R d ). Si J L C r&fa G A L \ \ rr n x \^ CL a }, 
alors : 

lim -^—tr{ X j L (f(H)-f(H ))} = . 
Proposition 2.6. Si f G C^(R) et ^(f) es ^ donnée par (j i.gjl . a/ors 

lim | ^(/) ^^Mx A iin (/(fl-„)-/(flo))} 1=0. 

1 n=l 

Preuve : En utilisant : 



X 



n=l 



ou 



on peut écrire 



B L ,n = U A L . fc pour k ^ 1 et 5 L 
fc=i 



= XA L \B ijiVo + '^2(XA Ltn - XA L , n nB L>n _ x , 
n=l 
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Il est clair que : 

"s = -^jTtr{xA L (f(H)-f(H ))} 



+ 



-, ^0 ^0 

j^(J2 tr ^M(H) - /(#„))} - ^MXA,,„nB,,„_ 1 (/(iï) - f(H ))) 

n=l n=l 

1 



-j^ tr{XA L \B L , No (f(H) - f(H ))}. 



Vd^ 

On remarque que la mesure de Lebesgue 

mes{A Lin n B Ltn ] < cL dl -\ 

par conséquent 

(2-9) »(XA L:n nB L J < cL*" 1 . 

De la même façon que le Lemme l2~2l et la Proposition ^. 1| on peut conclure par l'expression 
O : 

1 JVo 1 iVo 

l^£Mx^n Bi ,„(/(tf) -,(*„»> | « E e(/)cL*- 

1 n=l 1 n=l 

^ N c{f)cL- 1 -»• si L -> oo. 



En vertu de la Proposition 12. Il on a 



r lim — T^- tr {x^L,J(^n)} = lim — l -j^-tr{xA L J{H)}. 



Ce qui donne 

L— >oo 



lim E 77^ tr{ XAi ,„(/(F n ) - /(#„))} = lim £ — ^ Ér{xA^(/(iO - /(#<>))}. 



Ainsi pour prouver la Proposition 12.61 il suffit de montrer : 



I 



lim | tr{ XAL \A L M( H ) ~ f( H °))) 1= 0. 



Soit 

h = — ^- tr{ X A L \A L Jf(H) - /(i/o))}, 
on choisit C >0 tel que A L \A L ^ n C -Bl, avec 

5 L = n°{xe M 1 7t n x |^ CL"}, 

n=l 

II 



par conséquent 

\lL\<-^\tr{xB L (f{ir)-f(H ))}\. 



Or d'après la Proposition 12. 51 on a 



lim | I L |= 0. 

L^oo 



D'où 

lim | ^(/) J2HXA L M(H n ) - f(H ))} |= 0. 

Pour chaque n G {1, N }, on peut trouver un système des cordonnées tel que H 
—A + vq s'écrit H = — — — j + v et v n (x) = v n (x', x") avec 



v n (x ,x ) |< 



1+ | x' |^' 

pour tout n ^ 1, x' G et x" G R dn . Soit H n = H + v n et j n : X n — ► R dn un 

isomorphisme d'espaces euclidiens sur M. dn et définissons 

TTn := jn ° 7T n et 77™ := 7 R <J n - J n O 7T„, 

et y4 i ri = {ÏG A L , \ îr n x |^ L a } où A L la boule habituelle de rayon L . Pour 

G (z d - dn x Z d ")nl L) 

on introduit la notation suivante : 

= «,-,<(/) = «r{Xfl w (/(fi») " /(&))} 

où est le cube unité de centre (j,ï). On aura besoin de la proposition suivante qui 
sera démontrée dans le paragraphe El : 

Proposition 2.7. // existe une constante d(f) > telle que : 

!+ I J li 

où | j |i= ji + j2 + ••• + jd-dn & E(...) désigne l'espérance de (Î7,P). 

Preuve du Théorème 11.11 :Le résultat du Théorème 1.1 découle de : 

(2-10) *?•»(/) = -J—frft^.C/fàO - /(#o))}, 

il suffit, alors de montrer (|2.10J) quand L — >• oo. On peut remplacer XÀ in P ar ou 

^L,rc = U B(j ti ) 

(J,i)€% d f\A Lin 
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et B(jj) est le cube unité de centre (j, i) . En effet 
on déduit que 

lim | ù^(f) - Y, HXBjf(H n ) - f(H Q ))} \= 0. 



Soit e > 0, il existe M>0 tel que : 



1+ 7 

{0-,i)ez d nA L , n /|j|i^M} 1 J 11 



2{d-d n ) ^ 2' 



On peut écrire alors 



(i,*)eA L , n nz d 



v 2 - 11 ) = 7T~ y 77" Y" 

{(j.OGAi.nnzd/ijii^Af} " {(j,i)6^,nnz d /|j|i>M} 



En vertu de la Proposition 12.71 I e deuxième terme de l'expression (|2.11|) se majore par 
e/2: 



< E — ™«- 



d e 

2(d-dW) ^ 2'' 



i_d "/lili^Af}-'-+ I Il 
alors que le premier terme de l'expression ()2.11|) converge 

u , L d " E a i.« = „ , £d„ E E a J.< 

{(i^e^.nnz^/iii^M} |i|i^|i| a +|i| 3 ^ 

= ^t*: E E a J>i 

(2 ' 12) ^h-s^^-l^l 2 )^ 72 "V 



L-\j\ 2 ) 



Or en utilisant le théorème ergodique de Birkhoff voir ( ^U|, on a l'existence de la limite 
de (j2.12l ) si L — >• oo presque partout et égale à E(a J - )0 ). Donc on a démontré l'existence 
de : 



lim vb n 
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on peut conclure que 

lim = lim -J—tr{ XAL M( H n) - /(#<>))} = K- 
Par conséquent si n G" K, = {n G N, d\ = d n } on a : 

lim -^—tr{ X A L M( H n) ~ f(Ho))} = 0, 

d'où 

lim v L s = lim -4^5>^U/(#i) - /W)} = E^" 

ne/C n6/C 

Pour terminer la démonstration du Théorème 11.11 il reste à démontrer la Proposition 

o 



3 Preuve de la Proposition 12.7 



Dans cette partie, on va montrer un résultat général. On suppose que V\ est un potentiel 
dans R d , avec v i ergodique par rapport à x" G R d_dl et 

| V\[X , X ) |^ — 



x' I* 



On définit iïi = ifo + fi avec i^o le laplacien sur R d . Soient Bj ti pour j G Z dl , i G Z rf dl 
la boule 

= {(x', x") G R d / | x - j | 2 + | x" - % | 2 < c 2 }, 

et 

a hl = a hl {f) = tr{ XB Jfm - f{H Q ))}. 
Donc la Proposition 12.71 résulte de la proposition suivante : 

Proposition 3.1. On suppose que f G C 3 (R) et f®(x) = 0(e~ ax ) pour un certain 
(a > et l = 1, 2, 3) si x — » oo. ylZors iZ existe une constante d(f) > teZZe que : 

-L" 1 " I J 11 

°^ I 3 |i— Ji + J2--- + Jrfi e ^ E désigne l'espérance de (fi, P). 

On va commencer par le cas particulier /(x) = 0(e~ tx ) pour t > 0. Puisque H\ et ifo 
sont bornés, on peut supposer que H\ > 1 et Ho > 1. 

Pour la preuve de la Proposition 13. 1\ on va utiliser les deux lemmes suivants : 
Lemme 3.2. Pour certains /3,j,X> 0, 

I a hi (e~ tx ) | ^ Àe-^'V^. 
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Lemme 3.3. Soit ip(z) = e ^«^(e z ) une fonction complexe définie pour (Rez ^ 
On a alors : 

ip(t + is) ^ Ae 7I: " 1 arctan- — -, 

I s I 

par conséquent : 

I a^(e" (Ws) ) |< Ae^'e" 7 ^ 1 arctan- * 



s | 

La démonstration de ces deux lemmes peut être trouvée dans ([Z|). 
Preuve de la Proposition [O Soit / G C 3 (R) et f(x) = 0(e" QX ) si x -> oo(a > 0) 
On peut écrire 

= 7 — T^5 , ( x ) si x > c > °' 

(x + cr 

où g est de même type que /. On a alors : 

g{x) = J g{s)e' isx ds. 

Par conséquent on a : 

- /(#„) = (c + H 1 r 2 g(H 1 )-(c + H )- 2 g(H ) 

= [ ((c + Hi)~ 2 e~ isHl - (c + tfo)" V^>)^) ds 

/■oo 

(s) / t(e~(*+^)(^+ c ) - e -(tffa)(^0+c)) rft rf S, 



il en résulte que 

I | = \tr{ XB Jfm-f(H ))}\ 

roc 

\s) / t tr{x C] X^ {t+is)(Hl+c) - e - ( * +is)(Ho+c) )} dt ds 
Jo 

< / flr(s) / t | a j>i (e^ t+is)( - x+c) ) | dt ds 

•/H Jo 

(3.1) < / flr(s) [°° te^e-^^Wdt ds. 

Jr Jo 



Or 



2di ' 



On conclut que le membre droit (j3.1|) peut être estimé par 

où d dépend seulement de la fonction (7 et par conséquent de la fonction /. (} 
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4 Appendice 

Pour simplifier les preuves, on prend t e]0, 1] le long de ce paragraphe. 
Proposition 4.1. Pour tout \ C^°(M d ), et \ f(x) |^ ce~ x ; 

\\ X f{H) \\ Bl ^c{f)v(x), 

où MX) = #{j e % d : suppx n ^ 0} et = j + l^] d . 



Pour montrer la Proposition 14.11 nous utilisons les lemmes suivants : 

Lemme 4.2. Pour tout iVeNil existe une constante Cn > telle que pour tout n,k G Z d 
on arf : 

m -tH m ^ Cjv 



t d / 2 (l+ | n- jfe D' 
Preuve : D'après l'article de Davies (|5J on a : 

e~ tH ip(x) = J K t (x,y)(p(y)dy, 

avec ^ K t (x,y) ^ c f-d/2 e ~a\x- y \ 2 _ p ar su j^ e 

(4.1) || xne-^x* lll 2 = / / I Xn(ar)xfc(y)^t(a:,y) | 2 ^ ^ <C7t- rf e — I— fc l 



or pour tout iV G N il existe une constante Cn > telle que e a '" fc ' 2 ^ ïqq—fcp ) alors 
on peut majorer (j4.1j) comme énoncé dans le Lemme [Ol (} 

Lemme 4.3. Pour tout N EN il existe une constante Cn > telle que pour tout n,k e Z d 
on ait : 

il —tH m Cj\T 

Preuve : En utilisant la partition de l'identité on écrit 

WXne^XkWs, = Y, \\Xne- tH/2 X 2 m e- tH ^x k \\ Bl 

m£Z d 



< Il Xn e 11^ H Xme * H/2 Xfc |Ua 



ma" 



t d/2( h 



t d / 2 (l+ \n-m\ N ) t d / 2 (l+ \k-m 



Cm 

^ 

" t d {l+ | k - n \ N ) V 

Lemme 4.4. Soit n G Z et soit u> une fonction mesurable telle que ^ w ^ 1 . On pose 
L = dist(suppw,n) + 1. 74/ors pour tout iVeNil existe Cjv indépendant de w et n tel 
que : 

Il Xne tH w \ \ Bl < 



t d L N ' 
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Preuve : En utilisant le fait que 

W = W ^ Xm, 

{meZ d /\m-n\^L} 

on a l'estimation suivante : 



{m<=Z d /\m-n\^L} {m£Z d /\m-n\^L} v 1 

EC2AT ^ C2AT 

I k \ 2N ) " ^ + I k \ N L N ) 

{k& d /\k\^L} V 11/ {JfceZ d /|fc|>l} VII / 

^ C2AT 1 ^ C 2 A 



2iV> 



L 7V t d ^ \k\ N t d L N ' 
{k£Z d /\k\^l} 1 1 

Ainsi la démonstation est achevée . <0 

Preuve de la Proposition 14. IL : En utilisant la partition de l'identité 

1 = Yl xl, et x = X^2xj 

n&L d jeJ 
où J = {j e Z d : suppx H Cj 7^ 0}, on écrit 

Xe~ tH = X Xje~ H Xn- 

n&Z d ,j&J 

Donc il existe cq tel que pour tout n G Z d , j G J on a 
l+dist(suppxj, suppXn) ^ c (l+ | n — j |), par conséquent 

\\x^ tH \\ Bl < ^ Il Xie"* H Xn lk 

n€Z d ,j€J 



Si | f(x) |^ ce~ x il existe g G L°°(R) telle que f(x) = e~ x g(x). On conclu : 

|| X f(H) || Bl HI Xe-^(^) || Bl <|| <?(#) || || X e~ H \\ Bl < c(/)//( X ). 

Lemme 4.5. SW£ G {1, iVo} et définit comme dans la preuve du Lemme \2^\ avec 
n—1. Alors pour tout N G N il existe une constante > telle que 

Il v kX{x£A 4L )/\7T k x\>L a } w Le Œ ||fli^ CjV* ^ 
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Preuve : On a 



£JL[ || || I I I I — tH 

VkX{x€A 4L /\n k x\>L*}WLe \ \B 1 ^ 1 1 V k X{x&A 4L /\-w k x\>L<*} \ W^AL^ 



^ C N ,(1+ | 7r k x \)- N \\ X A L e- w 
^ CW1 + L a )- N 'cL d t- d ^C N t- d L~ N . <) 



Lemme 4.6. Soit wl comme dans la preuve du Lemme \2.J\ avec n—1, pour tout k G 
{2, ...,Nq}, il existe une constante c > telle que 

II v kX{xeA 4L /\Tr k x\<L a } w Le ll-Bi^ ct L 

Preuve : Tout x G X peut s'écrire de façon unique de la forme x = x'+x" où x' G X\{~\Xk 
et x" G (X 1 H Xfc)- 1 . Or si de plus x G A iL donc | x' |^ 4L et en utilisant le fait que 
dist(x, X k ) ^ L a et dist(x,Xx) ^ cL a si x G suppw L donc | x" \= dist(x,Xx nX k ) ^ cL a . 
Par conséquent 



(4-2) || v kX{xeA 4L /\7r k x\<L a } w Le 1 \\bi ^ c \\ X{xeA 4L /\x"\<cL a }£ ' 1 



Si on pose rf^i = dim{X\ H X^) on remarque que d^i ^ g?i — 1. Ainsi en utilisant la 
Proposition 14.11 et le fait que t l iX{x&A 4L /\x"\<cL a }) ^ cL dk ' 1+a ^ d ~ dk ' 1 ' ; on a ] e mem bre de 
gauche de ()4.2|) est majoré par 

Corollaire 4.7. On a l'estimation d^.^D et (j£.<5j) . 
Preuve : En utilisant la partition de l'identité 

= X{a36A 4i /|7r' i: a:|<I/ '} + X{x€A 4L /\ir k x\>L a }i 

en vertu du Lemme 14.51 et 14.61 on a 

| | -LIT ii ii J 17 | | 

\\v k w L e \\ Bl < || ffcX{ a:e A 4i /|7r* :c [<i«}^ie Hfli 

I | | | 

+ Il v kX{xeA 4L /\n k x\>L a } w Le \\Bi 

< c N r d L~ N + cr d L dl+ad . 

Par conséquent on a 

Il lk< E J ï5 < c - T d -> 

k=2 k=2 

d'où l'estimation (j2.4|l . De la même façon, on montre que (J2.5)) a lieu. ^> 

Dans cette partie on va montrer le lemme l2~3} pour cela on a besoin de ces deux lemmes 
suivants. 

Lemme 4.8. Pour tout e > 0, N G N, il existe une constante Cn > telle que : 

1 1 x k e- tH (i - XB( fc ,Lo) I k< c N L- eN r d . 
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Preuve : En utilisant 

{m& d ,dist(k,m)>L e } 

on a 

.. _+J-J/ \ I I ^ il ffJ || 

||X*e (1 -XB(fc,L«)) lu* ^ 2^ l' Xfce Xm 

{meZ d ,dist(fe,m)>L e } 



s ^ 1+ I m 

{meZ d ,dist(k,m)>L e } 1 1 |m|^L e 



2V 



- 2^ 1 + (L*l*Jm) N " ^ (L*l 2 Jm) N 

\m\^ V V y |m|<l V V 1 

< C N L-^H~ d . 

Lemme 4.9. «Soit = dist(k } U^ :1 X n ) + l. pour tout N <E~N, il existe une constante 
Cn > £e//e gue 

(4.3) || Xfc (e"^ - e""*») || Bl < CWL^V" 

Preuve : Pour simplifier la démonstration on prend n = 0. On va utiliser la récurrence 
par rapport à N G N. Pour N = 0, on a toujours 1 1 Xfc( e_tH ~~ e~ tH °) \ {b^ c t~ d . On écrit 
Xk(e~ tH - e~ tH °) = Jx + J 2 avec 

Jl = Xfc(c -tH_ e -tH/2 e -tHo/2) 

et 

J 2 = Xk (e- tH / 2 e- tH °/ 2 -e- tHo ). 
Montrons tout d'abord que pour tout N G N on a 

(4-4) \\J 1 \\ Bl ^C' N L- k N/2 t- d . 

Par récurrence on suppose ()4.4j) est vraie pour N et on montre qu'il est vraie pour N + 1. 
Soit Xk une fonction lisse telle que | d a Xk |^ c aL k pour tout a G N d avec 

Xk = 1 si (x-Zcl^^ et Xfc = si — A;|^L fc . 
On peut écrire 

Ji = - e**>)xM ~ Xk{e- tH/2 - e^/ 2 )^-^/ 2 + i^t), 

où en vertu du Lemme l4~8l on a || Rk{t) Wb^ CML k M t~ d pour tout M G N. Par con- 

2V 

séquent si on note V = v n on a 

n=l 

Ji = rj-[x*(e-' ff -e- 8Ho )x fc e- (t -* )ffo ]ds + i2*(0 
•'I 

= J^Xk(e- sHo - e- sH )[A,Xk}e- {t - s)Ho + X^Vx*'^ 30 ds + R k (t). 
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d'où 



Il h lk < /jl Xk(e-' Ho ~e- sH ) |k|| [A,**^*-** || ^ 
(4.5) + ^ 1 1 Xfc e"^ | | fll 1 1 Vx k e- (t ~ s)Ha \ \ ds+ \ \ R k (t) \\ Bl . 

En utilisant l'hypothèse de récurrence et || [A, Xk]^^' s ^ Ho ||^ cL^ 1 ^ — s)~ l l 2 on a le 
premier terme de ()4.5)1 est majoré par 



f C N s- d L; N/2 cL~\t - s)- l ' 2 ds ^ C N cr d L- k N/2 - 1 f\t - s)- l ' 2 ds 

Comme | V(x)xk{ x ) |^ c 7 L^" 7 pour tout 7 et en vertue du Lemme l2~2l on peut majoré le 
deuxième terme de manière semblable et conclure que 

117-11 < -\r T-(N+l)/2.-d 

De façon similaire, en utilise la récurrence pour montrer que pour tout N G N on a 

iitii < r' t - N / 2 +-d 

Il J2 IlSi^s ^ N ^ k t ■ 

En effet, en écrivant 

h = X k Me- tHa -e- tH ) Xk ,-X k e- tH/2 Me- tH ^ 

où Xk,e est une fonction à support dans B(k, L|) et par le Lemme E~8l on a 
Il Rk(t) \\b x ^ CML^ M t~ d . Par conséquent 

ft 



Jilk < ^ll(e-^°-e-^)x*, e |k||e-î*-) ff [A l x*]||tfa 



+ J t II Xfce- {t - s)H IUH ^e"^ H ds+ H fl fc (t) || Bl 
h 

^ ?,C N+l Ll Nl2 - 1+ ^- d ^^C N+l L- k N/2 - 1/2 t- d si ed<± 



Donc 



\\Xk\e -e J llfii^ ^jv+i-^fc 1 • 

Ainsi l'assertion du lemme est vraie pour N + 1 et la démonstration est achevée. ^> 
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Preuve du Lemme 12.31 : 

Comme 

XA L>n ( l ~ Xe) = XA L<n ( l ~ Xe) Xk 

k&K 

où K = {k G Z d , dist(k } U n X ? ^ 1 ) L e et \ k \< L}, on peut conclure par le Lemme 14.91 
que 

Il XA L A l ~ Xe)(e- tH - e~ tH ") \\ Bl < H X*( e ~ tH ~ e ~ Œn ) Wbi< C N L^ N ^ d r d 

k£K 

et pour N sufîisament grand, on obtient 

lim -L^r H XA L J1 -Xe)(e- tH -e- tH ~) \\ Bl = 0. 
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